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摘 要

在现代数学研究中，其中一个重要的分支便是调和分析。其核心研

究问题即一个函数的 Fourier级数在满足什么条件，依何种意义收敛于函

数本身。随着问题的逐步深入，人们发现，函数的 Fourier级数的收敛问

题，重点在于探讨 Hilbert变换的有界性。而奇异积分正是 Hilbert变换的

高维推广，它的有界性是现代调和分析领域最重要的研究问题之一。

与此同时，奇异积分算子及其交换子的有界性是非连续函数的椭圆

以及抛物方程的可解性问题的关键。偏微分方程领域的许多问题，都依

赖于奇异积分算子的有界性。

在对奇异积分算子研究的过程中，很自然导致了一个关键问题。奇

异积分算子核被削弱到何种程度时，算子的有界性仍然成立。R. Fefferman

提出了一类粗糙奇异积分算子，自此人们开始对这个问题开展广泛研究。

其中，为了改善前人的工作，陆善镇，G. Weiss和 Mitchell Taibleson引

入了 Block空间，Block核的奇异积分算子开始受到关注。

随着对插值理论以及极大不等式等工具的理解不断加深，人们发现

了 Triebel-Lizorkin空间，它是上述许多标准函数空间的推广，在其上建

立算子有界性更具有一般性。陈艳萍，丁勇在 2008年证明，具有�1核

的粗糙奇异积分算子在 Triebel-Lizorkin空间上有界。

本文研究的主要内容是，Block核下的抛物型粗糙奇异积分算子，在

Triebel-Lizorkin空间中的有界性。在证明的一些需要的不等式之后，完

成了 Block 核下抛物型粗糙奇异积分算子的乘子符号估计。利用

Littlewood-Paley理论与 Fourier估计结合，再利用插值理论完成证明。

关键词： 奇异积分；粗糙核；Block空间；Triebel-Lizorkin空间
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Boundedness of rough singular integral operator related
to Block space on the Triebel-Lizokin spaces

Abstract

In modern mathematical research, one of the important branches is
harmonic analysis. With the gradual deepening of the problem, people find
that the focus of the convergence of Fourier series of functions is to discuss
the boundedness of Hilbert transformation.

Singular integral is the high-dimensional generalization of Hilbert
transform, and its boundedness is one of the most important research
problems in the field of modern harmonic analysis.

In the process of studying the singular integral operator, there is a natural
question. Under what kernel the boundedness of the singular integral operator
will still hold?

In this process, Lu Shanzhen, G.Weiss and Mitchell Taibleson
introduced Block spaces. It is proved that the rough kernel singular integral

operator under Block kernel is bounded on �2 space.
With the deepening of the understanding of interpolation theory and

maximal inequality and other tools, people found Triebel Lizorkin space,
which is an extension of many of the above standard function spaces. Chen
Yanping and Ding Yong proved in 2008 that rough singular integral operators

with �1 kernel are bounded on Triebel Lizorkin spaces.
The main content of this paper is the boundedness of parabolic rough

singular integral operators under Block kernel in Triebel-Lizorkin spaces.
After proving some necessary inequalities, the multiplier symbol estimation
of parabolic rough singular integral operators under Block kernel is completed.
The conclusion is obtained after a series of interpolation.

Key Words： singular integral； rough kernel； Blcok space；
Triebel-Lizorkin space
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1 引 言

在现代数学研究中，其中一个重要的分支便是调和分析。其核心研究问

题即一个函数的 Fourier级数在满足什么条件，以及什么意义下可以收敛于其

本身。上个世纪，实变调和分析理论得到了深入的发展。Hardy、Littlewood、

Paley、Zygmund、Marcinkiewicz等人的工作为这一领域提供了有效的理论工

具——Hardy-Littlewood极大算子、Littlewood-Paley理论等。人们发现，函

数的 Fourier级数的收敛问题，重点在于探讨 Hilbert变换的有界性。而奇异

积分正是 Hilbert变换的高维推广，其有界性是现代调和分析领域最重要的研

究问题之一。

由于复分析在研究高维时，原先的许多方法（例如 Blaschke乘积等）都

不再有效。因此，人们寻求用实分析的手段来重新阐明这一领域的许多结果。

在此过程中，拓广的一些辅助算子在偏微分方程，多复变函数论中凸显出重

要作用。

为了研究奇异积分算子的有界性，1952年 A. P. Calderón和 A. Zygmund

引入了以他们名字命名的分解理论——Calderón-Zygmund分解。为研究调和

分析领域某些典型算子的连续性提供了更有力的工具。

1979年， R. Fefferman提出了一类粗糙奇异积分算子，引起了人们对粗

糙奇异积分算子的关注。随后，出现的有关这类粗糙算子及其相关的粗糙极

大算子的研究工作，丰富了经典奇异积分算子理论。人们将这些工作拓广至

具有粗糙核的奇异积分算子的有界性问题上，对其进行广泛研究，并得到一

系列有意义的结果。

奇异积分理论基本可以分为三代，其中第一代包括Hilbert变换以及在ℝ�

上的 Calderón-Zygund奇异积分算子的理论和其在��上的估计与极大算子等。

第二代为经典伪微分算子，已不再是卷积算子，其目的是为处理十分正则的

变系数椭圆型偏微分方程而创立的。第三代为广义 Calderón-Zygund算子，

主要为研究 Lipschitz开集上用双层位势法解 Dirichlet或 Neumann问题而提

出。在本文中，主要关注卷积型奇异积分算子的研究。

关于Block核下的抛物型奇异积分算子Triebel-Lizorkin空间上的有界性。

根据前人工作，其关键是要建立Ω ∈ ��
0,0时，抛物型奇异积分算子�Ω,α在非

齐次 Triebel-Lizorkin空间的有界性结果。经过一些基本的过程的使用，本文

致力于对插值中需要的不等式进行了推广，以及将�-blcok分解为适合符号估
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计条件的∞-原子。建立了 Block核下的抛物型奇异积分算子 Triebel-Lizorkin

空间上的有界性。本文的主要结果如下：

定理 1 若 1 < �,� < ∞,� > 0,设

�Ω,α�(�) = �.�. ℝ�� �− � Ω �' � � −�푑��

若Ω ∈ ��
0,0且满足 ��−1Ω �' � �' 푑� �'� = 0，则�Ω,α在�� �

�,�(ℝ�)有界。

推论 1 设�Ω,α如定理 1中定义，若Ω ∈ ��
0,0且满足

��−1Ω �' � �' 푑� �'� = 0

则�Ω,α在��
�,�(ℝ�)有界。

本文总共分为五章，在第 2章中，本文会对所参考的文献进行综述，以

便读者了解本文工作的总体背景以及主要技巧。在第 3章，本文会对相关的

知识和基本定义一一列出，以便参考。在第 4章将给出一些基本的不等式，

定义以及符号估计。第 5章将利用第 4章的结论以及插值完成定理 1的证明。
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2 文献综述

1956年，A. P. Calderón和 A. Zygmund[1]发表了关于奇异积分算子的理论。

令ℝ�为�维欧式空间，��−1表示�中的单位球面，푑� = 푑�(�')表示��−1

上的 Lebesgue测度，其中�'表示向量�方向上的单位向量。

设� ∈ �(ℝ� )，Ω是定义在ℝ�中单位球面��−1上的可积函数，且满足Ω

在��−1上的积分为零，定义�的奇异积分��为

��(�): = 푙��
�→0+

∫{�∈ℝ�:|�|>�}
Ω(�')
|�|�

�(�−�)푑�,∀� ∈ ��

其中�' = �/|�|。
Calderón和 Zygmund采用旋转法将奇异积分算子变成 Hilbert变换，再

用 Riesz定理证明了当� ∈ �푙��� (��−1)时，�在��(ℝ�)上是有界的。并

且当核是奇函数时，条件可以减弱为Ω ∈ �1(��−1 )。
在对奇异积分算子研究的过程中，诞生一个很自然的问题——核Ω被削

弱到什么程度时，奇异积分算子的��,� ∈ (1,∞)有界性仍能保持。

1979年，F. Ricci、G. Weiss[2]和 Connett[3]分别独立地证明了若Ω ∈

�1(��−1 )，�在��(ℝ�)上是有界的。

1978年，R. Refferman在[4]中推广了奇异积分算子 ,hT ：

�Ω,ℎ�(�) = �.�.∫���(�− �)
ℎ(|�|)�(�)

|�|
푑�

其中ℎ(|�|) ∈ �∞(�+ )。

从上面的公式可以看出，粗糙奇异积分算子核的粗糙度不仅反映在球面

上，而且还反映在径向方向上。原来的旋转法也不再适用于定理的证明。因

此，Refferman利用了复插值的办法，通过复插值的方法证明了若Ω(�) ∈

����(��−1 )，ℎ∈�∞(�+ )。对任意� ∈ (1,∞)，�ℎ,Ω在��上是有界的。

为了改进之前得到的结果，陆善镇，G. Weiss和Mitchell Taibleson引入

了 Block空间��
�,�(��−1 ) [5]。

在文献中，陆善镇证明，如果� ∈ ��
0,0(��−1) (� > 1)，则算子��在

�2(ℝ�)上有界。随后，��在��,� ∈ (1,∞)的有界性也被证明[6][7]。

2004 年，Al-Qassem，Al-Salman 和 Pan[8]证明了 :对于任意的−1 <
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� < 0，在任意的�下，将条件Ω ∈ ��
0,�(��−1)代替Ω ∈ ��

0,0(��−1)，��

的��有界性都有可能失效。

2006年，Ahmad Al-Salman[9]建立了在满足条件ℎ ∈ �2(�+,�−1푑�)时，

�Ω,ℎ的��有界性，得到Ω ∈ ��
0,−1/2(��−1)是有界性成立的最优条件。

在对一些更广泛的算子研究中，诞生了不同类型的奇异积分算子，对于

某个椭圆微分算子：

� =
�,�=1

�
��,�

�2

������
,�

其中{��,�}为常数系数。

为了研究椭圆微分算子的存在性和一般性质，在给定其他的一些估计下，

需要研究具有卷积核�的奇异积分算子�[10][11]，其中�满足：

(�) 对于任意的� > 0,� ��1,…,��� = �−��(�);

(�) � ∈ �∞(ℝ� \ {0});

(�) ��−1� �' 푑�(�')� = 0.

类似地，对于热算子

� =
�
��1

−
�=2

� �2

���
2 ,�

其对应的奇异积分算子�的核函数�满足：

(�') 对于任意的� > 0,� ��1,…,��� = �−��(�);

(�') � ∈ �∞(ℝ� \ {0});

(�') ��−1� �' 푑�(�')� = 0.

1966年，为了研究更一般的常系数抛物型微分算子，Fabes和 Riviére定

义了抛物型奇异积分算子[12]。

对于抛物型奇异积分算子，Fabes和 Riviére得到了Ω ∈ �1(��−1)时，

�Ω,α在��(ℝ�)上的有界性。随后，Nagel和 Riviére证明了Ω ∈

�푙��+�(��−1)时，�Ω,α在��(ℝ�)上的有界性[13]。陈艳萍，丁勇以及范大

山在更弱的条件Ω ∈�1(��−1)下，证明了�Ω,α在��(ℝ�)上的有界性[14]。

随着对插值理论和极大不等式等工具的深入理解，数学家发现了

Triebel-Lizorkin空间，这是对上述许多标准函数空间的推广，以 Hans Triebel

和 Petr Ivanovich Lizorkin命名。



北京科技大学本科生毕业设计(论文)

- 5 -

1991年，Frazier. M[15]用 Littlewood-Paley理论证明了：

(i) 当 1 < � < ∞ 时 ， �� �
0,2~��；0 < � ≤ 1 时 ， �� �

0,2~��;

���~�� ∞0,2

(ii) ��
�,�~�� �

�,� ∩��, �
�
�
�,�~ � ��

�
�,� + � ��

(iii) �� �
�,� ∗ = �� �'

�,�' ∗; ��
�,� ∗ = ��'

�,�' ∗

其中
1
�
+ 1
�'
= 1; 1

�
+ 1
�'
= 1.

关于 Triebel-Lizorkin空间上的有界性也有很多很好的结果，陈杰诚和张

纯洁[16]证明了在满足一定条件下粗糙核Ω(�) ∈ ��(��−1)(� > 1)的奇异积

分算子的�� �
�,�有界性（� ≥ 0,1 < �,� < ∞）。陈艳萍和丁勇[17]证明了粗糙核

Ω(�) ∈�1(��−1)的奇异积分算子的�� �
�,�有界性(� ≥ 0,1 < �,� < ∞)。

在证明定理之前。首先说明。底空间(ℝ�,�)是一个特殊的齐次群[18]。因

此许多标准结果会被更新。例如，可以直接使用 Littlewood-Paley理论。

其次，证明过程建立在许多前人已经完成的工作的基础上，其中包括

Stein对于曲线上的 Littlewood极大函数的相关不等式的工作[19]；Colzani关

于 Hardy空间中 q-原子到∞-原子的分解方法[20][21]；范大山，潘翼彪对于符号

估计的相关引理[22][23]；叶晓峰，朱相荣对于 q-block的分解方法[24]；相关调

和分析领域的基本知识与插值定理，参考了周民强先生的书籍[25]；有关于奇

异积分算子的处理方法，则参考了 Palagachev与 Softova的工作[26]。
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3 相关知识

首先给出 Blcok空间的定义：

(i) 对于�0' ∈ ��−1和 0 < �0 ≤ 2，集合�(�0',�0) = {�' ∈ ��−1: |�−

�0| < �0}称为��−1上的一个 cap。

(ii) 对于 1 < � ≤ ∞，如果可测函数b 是在某个� = �(�0',�0)上具有支

集的函数并满足 � �� ≤ |� |
− 1
�'。其中|� | = �(�)，1/� + 1/�' = 1。则�称

为��−1上的 q-block。

(iii) ��
�,�(��−1 ) = {� ∈ �1(��−1 ) :� = �=1

∞ ����� }其中每个��

是一个复数，每个��是一个在��上有支集的 q-block。并且

Ω
�
�
�,� =��

�,�({�� } , {�� } ) =
�=1

∞
|�� | (|1 +��,�(|�� | )|) < ∞�

其中��,�(�) = �
1�−1−� 푙��� (�−1)푑�� , (0 < � < 1)

0, (� ≥ 1)

此外，在 Block空间的许多性质中，引用了以下与本文工作密切相关的

性质:

��
�,� (��−1 ) ⊆ ��

�,� (��−1 ) ⊆ ��
0,� (��−1 ) , (0 < � < �;�,�,� ∈ ℝ)

�� (��−1 ) ⊆ ��
�,�(��−1 ) ⊆ ��

�,�(��−1 ) , (�>�,� ∈ ℝ)

其次，给出抛物型奇异积分算子的定义：

��� � = �.�. ℝ��(�)�(�−�)푑�� ,

其中�满足：

(� ) 对于任意的� > 0,� ��1�1,…,�
���� = �−��(�1,…,��)其

中,� = �=1
� ��� ;

(�) � ∈ �∞(ℝ� \ {0});

(�) ��−1� �' �(�')푑�(�')� = 0.

其中�� ≥ 1(� = 1,2,…,�)，� �' = �1�1'2 +…����
'2。对于任意� ∈ ℝ�，

有如下变量替换公式：

�1 = ��1 cos�1⋯ cos��−2 cos��−1



北京科技大学本科生毕业设计(论文)

- 7 -

�2 = ��2 cos�1⋯ cos��−2 sin��−1
⋮

��−1 = �
��−1 cos�1 sin�2

�� = �
�� sin�1.

因此，푑� = ��−1� �' 푑�푑�(�')，其中��−1�(�')是上述变换的

Jacobian行列式。显然� �' ∈ �∞(��−1),∀�' ∈ ��−1,∃�满足

1 ≤ � �' ≤�.

不妨假设�� ≥ ��−1 ≥ ⋯ ≥ �1 ≥ 1而不失一般性，将上述条件(�)以矩

阵的形式表达有：

(�') 对于任意的� > 0,� ��� = det ��
−1�(�)

其中�� = 푑���[��1 ,⋯,�
��]是一个对角矩阵。

对于任意给定的� ∈ ℝ�，方程

� �,� =
�=1

� ��
2

�2��
� ,

对于� > 0严格单调递减。因此存在唯一的� = �(�)满足� �,� = 1。�

在ℝ�中是一个度量[12] 20。

在极坐标形式下，上述抛物型奇异积分算子可以表示为:

�Ω,α� � = �.�. ℝ�� �−� Ω �' � � −�푑�� # 3–1

其中Ω �' =�(�')，并满足

��−1Ω �' � �' 푑� �'� = 0# 3–2

最后，给出Tribel-Lizorkin空间的定义，对于齐次Tribel-Lizorkin空间�� �
�,�，

取� ∈ ��
∞ ℝ� ，使其满足：

(i) 0 ≤ � � ≤ 1

(ii) ���� � ⊂ {�: 1
2
< � < 2}.

(iii) � � > � > 0, 3
5
< � < 5

3

定义�� � ，使其满足��� � = � 2�� 。对于� ∈ ℝ, 0 < �,� ≤ ∞ p ≠

∞ ,� ∈ �'(ℝ�)
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�
��
�
�,� =

�∈ℤ
2−���� ∗ � ��

1
�

��
< ∞

其中�'(ℝ�)表示ℝ�上的广义缓增函数类。若 �
��
�
�,� < ∞,� ∈ �� �

�,�.

对于非齐次的 Tribel-Lizorkin空间，用��
�,�表示。其定义为

取Φ ∈ � ℝ� ，使其满足：

(i) ���� Φ� ⊂ {�: � ≤ 2}.

(ii) 当 � < 5
3
时，Φ� � > � > 0.

�
�
�
�,� =

�≥1

∞
2−���� ∗ � ��

1
�

��
+ Φ∗� �� < ∞
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4 定义与引理

在证明定理之前，需要完成两个基本不等式的说明。

引理 4.1 若� ∈ �(ℝ�)，满足���� � ⊂ {�: 1
2
≤ � � ≤ 2}，对于

� ∈ ℤ,定义ℝ�上的乘子��，使其满足���
� (�) = � 2�� � ��(�)，则

�∈ℤ �∈ℤ
�����

2 �
2�

1
�

��
≤ �

�∈ℤ
�� ��

1
�

��

其中�与�, �无关，�(ℝ�)表示 Schwarz空间。

引理 4.1是[17]中引理 2.3的直接推论。

引理 4.2 若� ∈ �(ℝ�)，满足���� � ⊂ {�: 1
2
≤ � � ≤ 2}，对于

� ∈ ℤ。定义��� = �2�1,��2,⋯,��� , � > 0,� ∈ ℝ� 。定义ℝ�上的乘

子��,�，使其满足��,��
� (�) = �(2��(���))�

�(�)，则

�∈ℤ �∈ℤ
��,����

2 �
2�

1
�

��
≤ �

�∈ℤ
�� ��

1
�

��

其中�与�, �,�无关。

证明 定义Υ和Δ满足，Υ� � = �(� ��� )，Δ� � = �(�(�))。

对给定的� ∈ ℤ。记Υk � = 2−��Υ(�2−��)，Δk � = 2−��Δ(�2−��)。

Υk� � = 2−��Υ �2−� ⋅
� � =

2−��

2−� �
Υ� �2�� = �(2�� ��� )

Δ� k � = 2−��Δ �2−� ⋅
� (�) = �(2�� � )

Υk �1/� ⋅
� � = 2−��Δ �2−� ⋅

� (�)

Υk � =
1

��+1
2−��Δ(�1

�
�2−��)

��,�� � = Υk � ∗�(�)

由Υk的定义，对于任意� ∈ ℤ，

Υk � ∗ �� � =
1

��+1
2−�� ℝ�Δ �1

�
�2−�� �� �−� 푑��

= 2−�� ℝ�Δ �2−�� �� �� �1
�
�−� 푑��

= Δ� ∗��(�1/��)
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其中�� = ��(���)。由引理 4.1，可以得到

�∈ℤ �∈ℤ
��,����

2 �
2�

1
�

��
= ℝ�

�∈ℤ �∈ℤ
Δ�∗�� �1

�
��

2 �
2�
�
�푑��

1
�

= �
�+1
�

ℝ�
�∈ℤ �∈ℤ

�� ��
2 �
2�
�
�푑��

1
�

≤��
�+1
�

ℝ�
�∈ℤ

�� � ��
�
�푑��

1
� =�

�∈ℤ
�� ��

1
�

��

其中�与�, �,�无关。

为了通过插值来完成之后的工作，需要借助极大算子，关于其不等式的

证明将分为两步，由曲线上过渡至椭圆面。

若Ω ∈ �1 ��−1 ，下面给出一个关于粗糙核极大算子�Ω向量模不等式，

其中�Ω的定义如下

�Ω� � = sup
�>0

1

�� � �<�
Ω � |�(�− �)|� 푑� .

引理 4.3 [19]令 1 < �,� < ∞，� ∈ ��−1，则存在一个与Γ t 和��无关的

正常数�使得

�∈ℤ
�Γ t ���

� 1
�

��
≤ �

�∈ℤ
���

� 1
�

��

其中�t�(�)是曲线Γ(�)上的方向 Hardy-Littlewood 极大函数。 �� 、 ��

是一列固定实数Γ � = (�1��1 ,⋯,���
��)

�Γ(t)� � = sup
ℎ>0

1
2� −�

� � �−���' 푑��

引理 4.4 令 1 < �,� < ∞，� ∈ ��(푙�),Ω ∈ �1(��−1)则

�Ω� � �� ≤ � Ω 1 �Γ(t)� � ��

其中�与Γ t 无关

证明

�Ω� � �� = sup
�>0

1

�� � �<�
Ω � |�(�− �)|� 푑�

��

≤ sup
�>0

��−1� �' Ω �'�
1
� −�

� � �−���'� 푑�푑�(�')
��

≤ � ��−1 Ω �'� sup
�>0

1
2� −�

� � �−���' 푑�� 푑�(�')
��
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≤ � Ω 1 �Γ(t)� � ��

引理 4.5 令 1 < �,� < ∞，�� ∈ ��(푙�)，Ω ∈ �1(��−1)则

�∈ℤ
�Ω���

� 1
�

��
≤ � Ω 1

�∈ℤ
���

� 1
�

��

证明

�Ω�� � ≤ � ��−1 Ω �'� sup
�>0

1
2� −�

� � �−���' 푑�� 푑�(�')

= � Ω 1 ��−1�Γ t ��(�)� 푑�(�')

�∈ℤ
�Ω���

� 1
�

��
= sup

�� ��'(푙�')
≤1 �∈ℤ

ℝ��Ω��(�)��(�)� 푑��

≤ � Ω 1 sup
�� ��

'
푙�
' ≤1 �∈ℤ

ℝ� ��−1 |�Γ t �� �� 푑�(�' |�� � |푑���

= � Ω 1 sup
�� ��

'
푙�
' ≤1

��−1 ℝ�
�∈ℤ

�Γ t �� � |�� � |푑�� 푑�(�')��

≤ � Ω 1 sup
�� ��

'
푙�
' ≤1

��−1
�∈ℤ

�Γ t ���
� 1
�

�� �∈ℤ
���

�' 1
�'

��'
푑�(�')�

≤ � Ω 1
�∈ℤ

���
� 1
�

��

下面将对 q-原子和∞-原子给出定义，我们将在后文中对 q-blcok进行两

部分解，使其被表述为∞-原子的和的形式。

定义 4.1 球面上的函数�(�)，如果存在� ∈ ��−1和� ∈ (0,1]满足：

(i) ���� � ⊂ ��−1 ∩ � ∈ ℝ�: �−� < �;� ∈ ��−1,� ∈ 0,1

(ii) � �� ��−1 ≤ � �,� −1/�'

(iii) ��−1 � �
' 푑� �'� = 0

则称�是一个 q-原子。

定义 4.2 球面上的函数�(�)，如果存在� ∈ ��−1和� ∈ (0,1]满足：

(i) ���� � ⊂ ��−1 ∩ � ∈ ℝ�: �−� < �;� ∈ ��−1,� ∈ 0,1

(ii) � �∞ ��−1 ≤ �
1−�

(iii) ��−1 � �
' 푑� �'� = 0

则称�是一个∞-原子。

由Ω ∈ ��
0,0(��−1)，可以对Ω进行�푙���分解
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Ω �' =
�
����(�')�

其中每一个��都是一个� − �푙���，满足

���� �� ⊂ ��
其中�� = ��−1 ∩ {� ∈ ℝ�: �− � < �;� ∈ ��−1,� ∈ (0,1]}。

不妨假设所有��足够小，使得 �� < 1。

�0,0 �� =� 0,1 � 푙��+ (1
�
)

��
0,0 ≔

�=1

∞
�� 1 + 푙�� ( 1

��
) < ∞�

令��� = 1
�� ��

�� � 푑�� ,��� � = �� � −��� � ���。容易得到：

���� ��� ⊂ ��#(4–1)

��
��� � 푑� �� = ��

�� � − ��� 푑� �� = 0# 4–2

��� ≤
1

|��|

��� ��
≤ �� ��

+ ��� � ���
��
≤ 2 ��

−1
�'# 4–3

�=1

∞
��� <��

0,0

Ω �' =
�
����(�')� =

�∈ℤ
����� �'� +

�∈ℤ
����� � ����

由 Jensen不等式

����� � ���
�푙��+� ��−1

≤
�∈ℤ

�� ��� � �
�
�
�푙��+� ��−1

�

≤ �
�∈ℤ

��
���� ��� log 1 + ���

≤ ���
0,0

�∈ℤ
��

log 1 +
1
��

�� ≤ ∞# 4–4

定义Ω� �' = �∈ℤ���
�
� �'� ;Ω� �' = �∈ℤ����� � ���� 。由式

(4–4)知Ω� �' ∈ �푙��+� ��−1 。由于��� �' 满足条件 4–1 , 4–2 , (4–3)，

��� �' 是一个�−原子。由[21]，根据条件(3.2)，��� �' = �∈ℤ��,���,�(�')� 。

其中��,�是一个∞−原子。根据下面两个引理，我们可以用分解后的∞−原子
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完成符号估计。

引理 4.6[22] 假设� ≥ 3，并且�满足

���� � ⊂ ��−1 ∩ � ∈ ℝ�: �−� < �;� ∈ ��−1,� ∈ 0,1 # 4–5

��−1� �
' 푑� �'� = 0# 4–6

� �∞ ��−1 ≤ �
1−�. # 4–7

并定义

�� � = 1− �2
�−3
2 � −1,1 � ��−2� �, 1− �2

1
2��� 푑� �� ,

�� � = 1− �2
�−3
2 � −1,1 � ��−2 � �, 1− �2

1
2��� 푑� �� ,

则存在一个与�无关的常数�使得

���� �� ⊂ �1' − 2� �' ,�1' + 2� �' ; # 4–8

���� �� ⊂ �1' − 2� �' ,�1' + 2� �' ; # 4–9

�� ∞
≤

�
� �'

; �� ∞
≤

�
� �'

; # 4–10

ℝ�� � 푑�� = 0, # 4–11

其中� �' = � −1 ��� ,�� = (�2,�3,…,��)。

引理 4.7[22] 假设� = 2，并且�满足式(4–5)，式(4–6)，式(4–7)，并定义

�� � = 1− �2
�−3
2 � −1,1 � � �, 1− �2

1
2 + � �,− 1− �2

1
2 ,

�� � = 1− �2
�−3
2 � −1,1 � � �, 1− �2

1
2 + � �,− 1− �2

1
2 ,

则存在一个与�无关的常数�使得��(�)满足式(4–8)，式(4–11)并且

�� �
≤ � �� �'

−1+1
�,

��满足式(4–9)并且存在� ∈ (1,2)

�� �
≤ � �� �'

−1+1
�,

引理 4.8 定义��,�,� �' =
��,� �

'

��
� 2�< � ≤2�+1 ，则

���,�,� � ≤ � ���2��

证明 只需要对� ≥ 3的情况作出表述，对于� = 2的情况，只需

要用引理 4.7代替证明中的引理 4.6即可。
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��,�,� �' = 2�
2�+1

��−1� �
' ��,� �' �−2휋����

'⋅�푑� �' 푑�
�

��

对 于 任 意 � ≠ 0 ， 选 择 一 个 旋 转 � 使 得 � ��� = ��� � =

��� 1,0,⋯, 0 .令�' = (�,�2
' ,�3

' ,⋯,��
' )

���,�,� � = 2�< � ≤2�+1 ��−1 ��,� �−1 �' �−2휋� ��� �⋅�' 푑� �' 푑�
�

��

容易验证 ��,� �−1 �' 满足条件式 (4 – 6)，式 (4 – 7)。并且有

���� ��,� ⊂ � �,� ∩ ��−1，其中� = ���/|���|。可以得到

���,�,� � = 2�
2�+1

ℝ�� � �
−2휋�|���|�푑��

푑�
�

� ,

其中�� � 是引理 4.6中定义的方程。由引理 4.6，得到���� �� ⊂ (−

2� � + �1, 2� � + �1)。其中�1 = �1
��1/|���|。

定义� � = � � ��(�(�)�)，�是一个满足下列条件的函数，

���� � ⊂ (− 2 + �1/� � , 2 + �1/� � )

� ∞ < �

其中�与�,�无关。
通过换元得到

���,�,� � = 2�
2�+1

ℝ� � �−2휋�|�����|�푑��
푑�
�

�

通过�(�)满足消失性条件，

���,�,� � ≤ 2�
2�+1

ℝ� � �−2휋� ����� � − �−2휋���1� 푑��
푑�
�

�

≤ � 2�
2�+1

�− �1
� �

≤2
� � ����� � −

�1
� �

푑��
푑�
�

�

≤ � 1
2 ���2���

푑�
�

� ≤ � ���2��

引理 4.9 定义��,�,� �' 同上，

���,�,� � ≤ � ���2��
1

log ��

证明 令�� = log |��|/{1 + log |��|}，则�� > 1。
由 Hölder不等式，

���,�,� � 2 ≤ � 2�
2�+1

��−1��,� �' �−2휋����
'⋅�푑� �'� 2푑�

�
�
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��−1 ��,� �' �−2휋����
'⋅�푑� �'� 2

= ��−1×��−1��,� �' ��,�
� �' �−2휋���(�

'−�')⋅�� 푑� �' 푑� �'

对于任意� ∈ 0,1 ，

2�
2�+1�−2휋���(�

'−�')⋅�푑�
�

� ≤ � (�' − �')| ⋅ �2��
−1
�

对 于 任 意 � ≠ 0 ， 选 择 一 个 旋 转 �使 得 � �2�� = �2�� � =

�2�� 1,0,⋯, 0 .令�' = (�,�2
' ,�3

' ,⋯,��
' )，�' = (�,�2' ,�3' ,⋯,��

' )。

容易验证��,� �−1 �' 满足条件式(4–6)，式(4–7)。并且有���� ��,� ⊂

� �,� ∩ ��−1，其中� = �2��/|�2��|。令� = 1
��
' ，可以得到

���,�,� � ≤ � ��−1×��−1 ��,� �' ��,� �' (�' −�')�

⋅ �2��
− 1
��
'
푑� �' 푑� �'

= � ��−1×��−1 ��,� �
−1 �' ��,� �−1 �'�

× (�' −�') ⋅ �2��|�|
− 1
��
'
푑� �' 푑� �'

由 Hölder不等式

���,�,� � ≤ � ���2�
�
− 1
��
'
��,� �

�� ��−1

× ��−1×��−1 (�' −�') ⋅ |�| −1� 푑� �' 푑� �'
1
��
'

��,� �
�� ��−1

≤ � ��,� �� ��−1
��

1
��

−1
� ≤ � ��

1
��

−1
= � ��

1
log �� ≤ �

���,�,� � ≤ � ���2�
�
− 1
��
'
= ���2�

�
1

log ��

完成了符号估计之后，可以对最后一个需要的不等式进行证明。

引理 4.10 令 1 < �,� < ∞， � ��,�
2�

1
2 � ∈ ��(푙�)，Ω ∈ �1(��−1)

则

�∈ℤ �∈ℤ
��,�,� ∗��,��

2 �
2�

1
�

��
≤ �

�∈ℤ �∈ℤ
��,��

2 �
2�

1
�

��

证明 显然

sup
�∈ℤ

��,�,� ∗ ��,� ≤��m,n( sup�∈ℤ
|��,�| )

结合引理 4.5
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�∈ℤ
sup
�∈ℤ

��,�,� ∗ ��,� ��
1
�

��
≤

�∈ℤ
��m,n sup

�∈ℤ
��,� ��

1
�

��

≤ � �m,n 1
�∈ℤ

sup
�∈ℤ

��,� ��
1
�

��

另一方面，存在函数列 ℎ� ∈ ��'(푙�')使得

�∈ℤ �∈ℤ
��,�,� ∗��,�� ��

1
�

��

≤
�∈ℤ

ℝ�
�∈ℤ

��,�,� ∗ ��,�� (�)ℎ� � 푑���

≤
�∈ℤ

ℝ�
�∈ℤ

��,�(�)� sup
�∈ℤ

���,�,� ∗ ℎ� � 푑���

≤ �
�∈ℤ

ℝ�
�∈ℤ

��,�(�)� �a �m,nℎ�(�) 푑���

其中���,�,� � = ���,�,� −� ;��m,n � = ��m,n −�

由 Hölder不等式以及引理 4.5

�∈ℤ �∈ℤ
��,�,� ∗ ��,�� ��

1
�

��

≤ �
�∈ℤ �∈ℤ

��,� �� ��
1
�

�� �∈ℤ �∈ℤ
���m,n

ℎ� �� ��
1
�

��

≤ � �m,n 1
�∈ℤ �∈ℤ

��,� �� ��
1
�

�� �∈ℤ �∈ℤ
ℎ� �� ��

1
�

��

≤ �
�∈ℤ �∈ℤ

��,� �� ��
1
�

��

通过上述两式插值可以得到

�∈ℤ �∈ℤ
��,�,� ∗ ��,��

2 �
2�

1
�

��
≤ �

�∈ℤ �∈ℤ
��,��

2 �
2�

1
�

��
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5 定理 1证明

注意到

�Ω,�� � = 0
∞
��−1Ω �' � �' � �−���' 푑� �' 푑�

�
��

要证明定理 1，即

�Ω,�� ��
�
�,� ≤ �

��
�
�,�# 5–1

�Ω,�� ��
�
�,� = �Ω� ,��+�Ω� ,�� ��

�
�,� ≤ �Ω� ,�� ��

�
�,� + �Ω� ,�� ��

�
�,�

已知 �Ω� ,�� ��
�
�,� ≤ � �

��
�
�,�，要证式(5–1)，只需要证明：

�Ω� ,�� ��
�
�,� ≤ � �

��
�
�,�# 5–2

本文将通过插值来完成式(5–2)的证明，由引理 4.2中乘子��,�的定义，

�Ω� ,�� � =
�∈ℤ

�� ∗
�∈ℤ

��+�,� ��+�,����

=
�∈ℤ �∈ℤ

��+�,� �� ∗��+�,����

�Ω� ,�� � ≔
�∈ℤ

����

��,�,��: =
�∈ℤ

��+�,�(��,�,� ∗��+�,��)�

��� =
�∈ℤ

��
�∈ℤ

��� ��,�,���

用��+�,�
∗ 表示��+�,�的对偶算子

首先需要证明

��,�,�� ��
�
�,� ≤ � �

��
�
�,�# 5–3

容易看出式(5–3)是式(5–4)的直接推论

�∈ℤ
��,�,��� ��

1
�

��
≤ �

�∈ℤ
�� ��

1
�

��
# 5–4
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��,�,�� ��
�
�,� =

�∈ℤ
2−��� Ψ� ∗ ��,�,�� ��

1
�

��

=
�∈ℤ

��,�2−��Ψ� ∗ � ��
1
�

��

≤ �
�∈ℤ

2−��� Ψ� ∗ ��,�,�� ��
1
�

��
= � �

��
�
�,�

证明式(5–4)将分为式(5–5)、式(5–6)两个步骤

�∈ℤ
��,�,��� ��

1
�

��
≤ �

�∈ℤ �∈ℤ
��,�,� ∗��+�,����

2 �
2�

1
�

��
# 5–5

由引理 4.2和 Hölder不等式

�∈ℤ
��,�,��� ��

1
�

��

= sup
�� ��

'
푙�
' ≤1 �∈ℤ �∈ℤ

��,�,� ∗��+�,���,��+�,�
∗ ����

≤ �
�∈ℤ �∈ℤ

��,�,� ∗��+�,����
2 �

2�
1
�

��
sup

�� ��' 푙�'
≤1 �∈ℤ �∈ℤ

��+�,�
∗ ���

2 �'
2�

1
�'

��'

≤ �
�∈ℤ �∈ℤ

��,�,� ∗��+�,����
2 �

2�
1
�

��
sup

�� ��' 푙�'
≤1 �∈ℤ

�� �
'

�
1
�'

��'

≤ �
�∈ℤ �∈ℤ

��,�,� ∗��+�,����
2 �

2�
1
�

��

再证明

�∈ℤ �∈ℤ
��,�,� ∗��+�,����

2 �
2�

1
�

��
≤ �

�∈ℤ
�� ��

1
�

��
# 5–6

由引理 4.10、引理 4.2

�∈ℤ �∈ℤ
��,�,� ∗��+�,����

2 �
2�

1
�

��

≤ � ��,� �1(��−1) �∈ℤ �∈ℤ
��+�,����

2 �
2�

1
�

��

≤ �
�∈ℤ

�� ��
1
�

��

令ℎ ∈ �∞ 0,∞ 。� > 1，��是一个支集在��上的�− �푙���。根据引

理 4.8与引理 4.9，不妨假设 �� < �
�

1−�。
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� < 0，根据引理 4.9估计

���,�,� � ≤ � ���2��
1

log ��

��,�,�� 2

2
≤ �

�∈ℤ
2−�−�−1≤� ��� ≤2

−�−�+1 �� � 2 ���.�,� � 2�� 푑�

≤ �
�∈ℤ

2−�−�−1≤� ��� ≤2
−�−�+1 �� � 2 ���2��

2
log ��� 푑��

=
1

��+1 �∈ℤ 2−�−�−1
2−�−�+1

��−1� �' �� �1
�
���' 2 �2����'

2
log �� ��−1� 푑� �' 푑���

≤ �2
−2�1�
log ��

1

��+1 �∈ℤ 2−�−�−1
2−�−�+1

��−1� �' �� �1
�
���' 2��−1� 푑� �' 푑���

≤ �2
−2�

log �� 1

��+1 ℝ� �
� �1

�
� 2� 푑� = �2

−2�
log �� � 2

2

��,�,�� �� 2
0,2 ≤ �2

− �
log �� � �� 2

0,2# 5–7

� ≥ 0由引理 4.8， ���,�,� � ≤ � ���2��

��,�,�� 2

2
≤ �

�∈ℤ
2−�−�−1≤� ��� ≤2

−�−�+1 �� � 2 ���,�,� � 2�� 푑�

≤ �
�∈ℤ

2−�−�−1≤� ��� ≤2
−�−�+1 ���2��

2 ���,�,� � 2�� 푑�

=
1

��+1 �∈ℤ 2−�−�−1
2−�−�+1

��−1� �
' �� �1

�
���' 2 �2����' ��−1� 푑� �' 푑���

≤ �2−2�1�
1

��+1 �∈ℤ 2−�−�−1
2−�−�+1

��−1� �' �� �1
�
���' 2��−1� 푑� �' 푑���

≤ �2−2�
1

��+1 ℝ� �
� �1

�
� 2� 푑� = �2−2� � 2

2

��,�,�� 2
≤ �2−� � 2# 5–8

对任意给定的 1 < �,� < ∞,� ∈ ℝ。存在 1 < �0,�0 < ∞,�0 ∈ �,� ∈
0,1 ，满足：

1
�
=
�
2
+
1− �
�0

,
1
�
=
�
2
+
1− �
�0

, � = 1− � �0

通过式(5–3)和式(5–7)插值得到，� < 0，存在� > 0，满足

��,�,�� ��
�
�,� ≤ �2

− ��
log �� �

��
�
�,�# 5–9
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式(5–3)和式(5–8)插值得到，� > 0时，存在� > 0，满足

��,�,�� ��
�
�,� ≤ �2−�� � ��

�
�,�# 5–10

�Ω� ,α� ��
�
�,� =

�<0
���� +

�>0
����

��
�
�,�
≤

�<0
����

��
�
�,�
+

�>0
����

��
�
�,�

�<0
����

��
�
�,�
≤
�<0

��� ��
�
�,�� ≤

�<0 �∈ℤ
��

�∈ℤ
��,�� ��,�,���

��
�
�,�

�

≤ �
�∈ℤ

��,��
�<0�

���� 2
− ��
log �� �

��
�
�,�

≤ � Ω �1 �
��
�
�,�

�
��� log

1
��

≤ ���
0,0 �

��
�
�,�

= � �
�
�
�,�

�>0
����

��
�
�,�
≤
�>0 �∈ℤ

��
�∈ℤ

��,�� ��,�,���
��
�
�,�

�

≤ �
�∈ℤ

��,��
�<0�

���� 2−�� �
��
�
�,� ≤ � Ω �1��

0,0 �
��
�
�,�

= � �
�
�
�,�

综上式(5–2)得证，式(5–1)随之被证明，定理 1得证。

对于推论 1，结合[14]中的结果和[24]中关于�1与��
0,0的关系研究。得到

��
0,0 ⊂�1, �Ω� �� ≤ � � ��# 5–11

根据非齐次 Triebel– Lizorkin 的性质 �
�
�
�,�~ � ��

�
�,� + � �� 得到

�Ω� �
�
�,� ≤ � �

�
�
�,�，推论 1得证。
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6 结 论

本文通过对��
0,0进行原子分解，将问题转化为满足一定尺寸条件的原子

的符号估计。在符号估计的方法上，本文采用了两种方法，其一是通过 Block

空间本身的分解大小控制，来实现原子的尺寸控制。其二则是利用��
0,0是�1

的真子空间，将 q-block进一步分解成∞−原子。之后通过引理 2.1及引理 2.2

等不等式的证明和插值定理，得到��
0,0核的抛物型粗糙核奇异积分算子在

Triebel-Lizorkin空间的有界性。

最后，本文的底空间是一个特殊的齐次群，既然 Hardy空间可以定义在

一般的齐次群上而具有很多好的性质。一个自然的问题由此诞生——如果底

空间是一般的齐次群的情况下，此时具有的�1核粗糙核奇异积分算子是否仍

然有界？
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在学取得成果

一、 在学期间所获的奖励

2018年 11月，获得第十届全国大学生数学竞赛（数学类）三等奖。

授奖机构：中国数学普及工作委员会；

2018年 11月，获得人民一等奖学金。授奖机构：北京科技大学；

2018年 11月，获得优秀三好学生。授奖机构：北京科技大学；

2019年 10月，获得高教社杯全国大学生数学建模竞赛北京赛区二等

奖。授奖机构：北京市教育委员会；

2019年 11月，获得优秀学生干部。授奖机构：北京科技大学。

二、 在学期间发表的论文

三、 在学期间取得的科技成果
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